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1 Johdanto
Derivaattaa aiheena käsitellään ensimmäisen kerran lukiossa omalla kokonaisella kurssil-
laan Derivaatta, jonka lisäksi siihen syvennytään valinnaisella kurssilla. Yliopistossa luon-
nontieteellisillä ja teknillisillä linjoilla monet törmäävät derivaatan käsitteeseen uudes-
taan. Derivaatta onkin kohtalaisen isossa asemassa matematiikan opiskelussa. Varmasti
osittain tämänkin takia oppilaiden ja opiskelijoiden derivaattakäsityksiä on tutkittu mel-
ko paljon (Hähkiöniemi 2006, Likwambe & Christiansen 2008, Viholainen 2008, Giraldo
et al. 2002, Vinner 1992, Zandieh 1997). Tutkimuksien perusteella vaikuttaisi siltä, että
monella opiskelijalla ei ole kovin selkeä mielikuva derivaatan käsitteestä.
Opettajien sekä opettajaopiskelijoiden derivaattakäsityksistä (Hähkiöniemi 2006) sekä
yleisestikin heidän aineenhallintaan liittyvästä osaamisestaan (Loewenberg Ball et al.
2008) on tehty tutkimusta. Tiedetään myös, että opettaja vaikuttaa oppilaan oppimi-
seen, ja tarvitsee sekä pedagogista, että asiasisältöihin liittyvää tietoa onnistuakseen am-
matissaan (Hill et al. 2005). Voi siis käydä niin, että jos opettajalla itsellään ei jostain
matematiikan aiheesta ole selkeää käsitystä, heijastuu se oppilaiden oppimiseen.
Tämä tutkimus käsittelee ensimmäisen vuoden matematiikan aineenopettajaopiskelijoi-
den derivaattakäsityksiä. Tarkoituksena on selvittää mihin Tallin kolmesta matematii-
kan maailmasta (Tall 2004) opiskelijoiden derivaattakäsitykset sijoittuvat, miten käsityk-
set liikkuivat maailmojen välillä, sekä käyttävätkö opiskelijat formaaleja vai informaaleja
argumentointeja (Viholainen 2008) perustellessaan vastauksiaan. Tutkimuksen kohteena
ovat aineenopettajaopiskelijat, jotka eivät vielä ole tutustuneet diﬀerentiaalilaskentaan
yliopiston matematiikan kursseilla.
Tässä tutkimuksessa halusin tutkia ensimmäisen vuoden aineenopettajaopiskelijoita, jot-
ta saamme tietoa siitä, millainen käsitys tulevilla opettajilla on derivaattaan liittyvistä
käsitteistä ennen diﬀerentiaalilaskennan kurssia. Näin voidaan saada ideoita siihen, miten
derivaattaa mahdollisesti tulisi koulussa opettaa, ja kuinka yliopiston derivaattaa käsitte-
levillä kursseilla tulisi valmistautua uusiin opiskelijoihin.
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2 Taustateoriaa
2.1 Matematiikan luonne
Matematiikka on toisaalta abstrakti formaali systeemi, jossa vain eksaktit deduktiiviset
väittämät takaavat totuuden. Toisaalta erilaisten menettelytapojen hallitseminen on vält-
tämätöntä matematiikan harjoittamiseksi. (Viholainen 2008, 11). Matematiikan voi aja-
tella olevan myös formaalien mallien teoria (Thurston 1995, 29). Matematiikan luokittelu
on kuitenkin ongelmallista. Jako (puhtaaseen) matematiikkaan ja sovellettuun matema-
tiikkaan ei onnistu yksiselitteisesti, mutta siitäkin kiistelevät vain matemaatikot (Tossa-
vainen & Sorvali 2003, 30). Oswald Spenglerin sanoin, kuten Martio (2004, 42) kirjoittaa,
”matematiikkaa on kaikki se mitä matemaatikot tekevät”. Tossavaisen ja Sorvalin (2003,
32) mukaan matematiikkaa voidaan ymmärtää jopa enemmän taidoksi tehdä jotain kuin
tiedoksi jostakin.
2.1.1 Formaali ja informaali matematiikka
Viholaisen (2008, 17-21) mukaan matematiikalla ja matematiikan argumentoinnilla on
kaksinaisluonne. Toisaalta matematiikka ja matematiikan argumentointi on taipuvainen
kohti yleistämistä, abstraktiota ja täsmällisyyttä, kun samanaikaisesti se on taipuvainen
kohti intuitiivista ja kokonaisvaltaista ymmärtämistä. Nämä molemmat suuntaukset ovat
matematiikassa esillä samanaikaisesti. Argumentti on formaali, jos sen todistus on puh-
taasti formaaliin aksiomaattiseen matematiikkaan pohjautuva ja informaali, jos sen to-
distus pohjautuu informaalien tulkintojen käyttöön (Viholainen 2008, 21). Informaaleilla
tulkinnoilla Viholainen (2008, 21) tarkoittaa visuaalisia ja fyysisiä tulkintoja. Esimerkik-
si, jos tulee osoittaa, että vakiofunktion derivaatta on nolla, voi sen formaalisti todistaa
derivaatan määritelmän avulla. Visuaalisesti voidaan puolestaan näyttää, että koordinaa-
tistoon piirretty vakiofunktio on horisontaalinen suora viiva, ja fyysisesti voidaan selittää
määrän avulla: jos tuotteen määrä on vakio, sen arvo ei muutu ja siten muutosnopeus on
nolla kaikkialla (Viholainen 2008, 24-25).
Matematiikan argumentointi voidaan jakaa kahtia myös yksityiseen argumenttiin (private
argument), joka kehittää henkilökohtaista ymmärrystä matematiikasta, ja julkiseen argu-
menttiin (public argument), joka puolestaan on tarpeeksi täsmällinen perustelu tietylle
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matematiikan yhteisölle (Raman 2002, 8). Matemaattisen todistuksen työstämisessä yk-
sityisen ja julkisen argumentoinnin näkökulmat ovat linkitettynä. Tästä Raman (2002)
käyttää nimitystä todistuksen avainidea (key idea). Tämän lisäksi on olemassa heuristi-
nen idea, joka on intuitiivinen ajatus siitä, että väittämän pitäisi olla totta, sekä prose-
duraalinen idea, joka osoittaa väittämän todeksi, mutta ei varsinaisesti luo ymmärrystä.
Avainidea puolestaan tuottaa ymmärryksen siitä, miksi väittämä on totta (Raman 2002,
10). Oppilailla ei yleensä ole avainideoita, ja he näkevät heuristiset ideat erillään prosedu-
raalisista ideoista. Matemaatikko puolestaan liikkuu sujuvasti ideoiden välillä ja pystyy
näin luomaan matemaattisen todistuksen (Viholainen 2008, 18).
2.1.2 Koulumatematiikka
Matematiikan ajatellaan olevan nuorille ja lapsille välttämätöntä (Tossavainen & Sorvali
2003, 30) ja onkin koulussa hyvin keskeinen oppiaine. Yleistyneen laskimen käytön johdos-
ta koulumatematiikka pyrkii korostamaan enemmän matematiikan ymmärtämistä kuin
mekaanisen laskemisen opettelua. Koulumatematiikassa on silti osana myös laskemisen
harjoitteleminen. Martio (2004) puolustaakin, että perinteisen laskemisenkaan tarkoitus
ei ole mekaaninen laskeminen vaan suuruussuhteiden ja laskutoimitusten ominaisuuksiin
perehtyminen. Liiallinen luotto laskimen tuloksiin sen sijaan aiheuttaa numerosokeutta
ja voi jopa häiritä matematiikan ymmärtämistä (Martio 2004, 42-43). Tästä Martio esit-
telee hyvän esimerkin kevään 2003 matematiikan ylioppilaskirjoitusten tehtävästä, jossa
opiskelijat kuvasivat funktion ln |x| nollassa jatkuvana. Tämä ilmeisesti johtui liiallisesta
luottamisesta laskimeen.
Martion (2004, 43) mukaan opiskelijoiden taito sieventää lausekkeita on heikentynyt. Tos-
savaisen ja Sorvalin (2003, 34) mukaan vastaavasti olisi tärkeää saada oppilaille tietoisuus
siitä, mitkä sieventämisen eri välivaiheiden tarkoitukset ovat, jotta voidaan valita sopi-
vat ratkaisustrategiat ja päästä oikeaan lopputulokseen. Laskimien käyttömahdollisuudet
onkin otettava opetuksessa huomioon, mutta niiden käyttäminen edellyttää sitä, että nii-
tä osataan käyttää oikein ja tiedetään minkälaisiin tuloksiin ollaan tähtäämässä (Martio
2004, 43).
Koulumatematiikka voidaan erottaa arkipäivän matematiikasta, sillä matematiikan ongel-
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mien ratkaiseminen koulussa opituilla algoritmeillä eroaa ratkaisemisesta tutussa koulun
ulkopuolisessa kontekstissa (Carraher et al. 1985). Kouluttamaton ja koulutettu käyttävät
matematiikan ongelmien ratkaisemiseen erilaisia strategioita. On kuitenkin todettu, että
sama henkilö voi käyttää sekä informaaleja, että formaaleja ongelmanratkaisumenetelmiä
matematiikan tehtävissä riippuen kontekstista. Erityyppisistä tehtävistä lapset osaavat
ratkaista paremmin kontekstiin sidotut, informaalit tehtävät kuin formaalit tehtävät jot-
ka eivät liity kontekstiin. (Carraher et al. 1985).
Miten on mahdollista, että lapset osaavat ratkaista laskennallisia ongelmia luonnollisissa
oloissa, mutta kun tehtävästä irrotetaan konteksti, he epäonnistuvat? Carraher ja kump-
panit (1985) ehdottavat, että nämä ongelmanratkaisumenetelmät ovat erilaiset arkipäivän
ja koulun konteksteissa. Luonnollisissa oloissa lapset pyrkivät järkeilemään sopivan rat-
kaisun, kun taas formaaleissa tehtävissä koulussa opitut rutiinit olivat yleisempiä. Näis-
tä juuri formaaleissa tehtävissä lapsilla ilmeni enemmän virheitä, sillä monet sekoittivat
esimerkiksi summan ja tulon sääntöjä keskenään (Carraher et al. 1985, 25). Liiallinen
laskemisen korostaminen koulussa saattaakin aiheuttaa ongelmia erityisesti matematiikan
rakenteen hahmottamisessa. Helppojenkaan tehtävien ratkaiseminen ei onnistu, kun las-
kija toimii mekaanisesti oppimiensa sääntöjen avulla (Tossavainen & Sorvali 2003, 31-32).
Carraharin ja kumppaneiden tutkimuksen tulokset ovatkin ristiriidassa ajatuksen kans-
sa, että koulussa tulisi ensin opettaa oppilaille matematiikan operaatiot, joita voidaan
sitten soveltaa arkipäivän ongelmiin. Yksilön arkipäiväinen ymmärrys matematiikan ai-
heesta saattaa nimittäin olla korkeammalla tasolla kuin ymmärrys aiheesta kontekstin ul-
kopuolella. Ajatus, että koulussa tulisi ensin opettaa oppilaille matematiikan operaatiot,
joita voidaan sitten soveltaa arkipäivän ongelmiin ei välttämättä toteudu käytännössä.
Jos koulussa keskitytään liikaa laskemaan abstraktien symbolien avulla, ei tätä kouluma-
tematiikkaa osata välttämättä hyödyntää arkipäivän ongelmissa (Carraher et al. 1985).
2.2 Derivaattakäsitys
Derivaatta on matemaattisen analyysin peruskäsitteitä. Se voidaan ajatella reaaliarvoi-
sen funktion muutosnopeutena tietyssä pisteessä. Derivaatta kohdassa x0 voidaan geo-
metrisesti tulkita myös funktion kuvaajalle pisteeseen (x0, f(x0)) piirretyn tangentin kul-
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makertoimena. Derivaattaa voidaan käyttää myös apuna monissa fysiikan laskuissa, sillä
hetkellinen nopeus on kuljetun matkan derivaatta ja hetkellinen kiihtyvyys on puolestaan
nopeuden derivaatta. Derivaatta määritellään matematiikassa formaalisti seuraavasti.
Määritelmä. Olkoon f : A ! R ja x0 2 A. Oletetaan, että on olemassa r > 0, jolle
(x0   r, x0 + r) ⇢ A. Funktio f on derivoituva pisteessä x0, jos on olemassa raja-arvo
lim
x!x0
f(x)  f(x0)
x  x0 2 R.
Raja-arvoa sanotaan funktion f derivaataksi pisteessä x0 ja merkitään Dxf(x0). Lauseket-
ta, josta raja-arvo lasketaan, sanotaan erotusosamääräksi pisteessä x0 (Harjulehto et al.
2015, 97). Erotusosamäärän raja-arvon lauseke voidaan antaa myös muodossa
lim
h!0
f(x+ h)  f(x)
h
.
Funktion derivaatan avulla voidaan tutkia funktion kulkua ja selvittää sen mahdolliset
nollakohdat. Sanaa derivaatta käytetään suomen kielessä sekä derivaatan arvosta, että
derivaattafunktiosta.
2.2.1 Derivaatta ja mielikuvat
Tallin ja Vinnerin (1981) määrittelemä concept image on kognitiivinen kehikko, joka as-
sosioituu käsitteisiin ja johon sisältyy mielikuvat (mental pictures), ominaisuudet ja pro-
sessit, jotka liittyvät käsitteisiin. Käytänkin tästä termistä jatkossa nimitystä käsitteeseen
liittyvät mielikuvat. Tämä kognitiivinen kehikko muovautuu ja rakentuu erilaisten koke-
musten kautta vuosien varrella, ja kohdatessaan virikkeitä se muuttuu ja kehittyy (Tall &
Vinner 1981, 152). Käsitteeseen liittyvät mielikuvat eivät ole pelkästään yksilön muovaa-
mia, sillä myös opettaja ja oppimisympäristö vaikuttavat niihin (Bingolbali & Monaghan
2008, Kendal & Stacey 2001). Käsitteeseen liittyvällä määritelmällä (concept definition)
tarkoitetaan tässä tutkimuksessa puolestaan Tallin ja Vinnerin (1981, 152) terminologian
mukaisesti sanojen muotoa, joilla määritellään käsite. Näihin määritelmiin kuuluvat op-
pimateriaalissa esiintyvät tai opettajan käyttämät sanat ja symbolit, jotka määrittelevät
matematiikan käsitteitä sekä omakohtaiset käsitykset matematiikan määritelmistä. Henki-
lökohtainen käsitteeseen liittyvä määritelmä voi erota suurestikin formaalista käsitteeseen
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liittyvästä määritelmästä (Tall & Vinner 1981, 152). Käsitteeseen liittyvä määritelmä he-
rättää yksilöllä jonkin käsitteeseen liittyvän mielikuvan, mutta se ei välttämättä ole joh-
donmukaisesti yhteydessä muihin käsitteeseen liittyviin mielikuviin ja voi olla jopa risti-
riidassa niiden kanssa. Jotta yksilöllä olisi potentiaalia luovaan matematiikan ajatteluun,
käsitteeseen liittyvän mielikuvan täytyy olla laaja, monitahoinen ja hyvin organisoitu.
Viholainen (2008, 28) käyttää termiä käsitteeseen liittyvän mielikuvan johdonmukaisuus
(coherence of a concept image) kuvaamaan käsitteeseen liittyvän mielikuvan rakenteen
tasoa. Erittäin johdonmukainen käsitteeseen liittyvä mielikuva liittää sujuvasti yhteen kä-
sitykset, kognitiiviset representaatiot ja mielikuvat, eikä sisällä ristiriitoja matematiikan
formaalin aksiomaattisen systeemin tai sisäisten mielikuvien kanssa.
Opiskelijoiden käsitys derivaatasta on yhteydessä käytössä olevaan opetussuunnitelmaan
(Goerdt 2007, 10). Derivaatta yleensä esitellään ensin määritelmän mukaan funktion ero-
tusosamäärän raja-arvona, mutta hyvin pian derivointikaavojen harjoitteleminen tehtä-
vissä jättää taakseen määritelmän (Kangasaho et al. 2015, Kontkanen et al. 2006, Jäppi-
nen et al. 2005). Tällöin oppilas ei välttämättä pysty sujuvasti liikkumaan derivaatan eri
representaatioiden välillä ja käsitys derivaatasta voi jäädä hyvin yksipuoleiseksi (Goerdt
2007). On myös todettu, että vaikka opettaja esittelisi määritelmän huolellisesti ja toimisi
hetken tämän yleisen notaation perusteella ennen kuin siirtyy käyttämään esimerkeissään
vain kaavoja, voivat oppilaan käsitteeseen liittyvät mielikuvat kehittyä rajoitetumpaan esi-
tykseen. Tällöin tämä käsitteeseen liittyvä mielikuva sisältää vain kaavojen käytön, kun
taas käsitteeseen liittyvä määritelmä on kognitiivisessa kehikossa lähes tai täysin passii-
vinen. Oppilas voidaan opettaa myös vastaamaan määritelmän mukaisesti vaikka hänen
käsitteeseen liittyvä mielikuva olisi puutteellinen tai jopa väärä. Tällainen oppilas pärjää
hyvin niin kauan kuin derivaatta käsitellään tutussa kontekstissa. Kun derivaatta esitel-
lään laajemmassa kontekstissa, hän ei välttämättä enää selviäkään (Tall & Vinner 1981,
153).
2.2.2 Derivaatta Tallin matematiikan kolmessa maailmassa
David Tallin (2004) mukaan yksilön käsitys matematiikasta jakautuu kolmeen eri maa-
ilmaan: käsitteellis-ruumiillinen maailma (conceptual-embodied), proseptuaalis- symboli-
nen maailma (proceptual-symbolic), aksioomaattis-formaali maailma (axiomatic-formal).
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Nämä kolme ajattelun näkökulmaa ovat tai voivat olla läsnä, kun ihminen oppii matema-
tiikkaa. Käytän näistä jatkossa nimiä ilmenevä, symbolinen ja formaali maailma.
Ensimmäinen, eli ilmenevä maailma muodostuu havaintojemme pohjalta. Siihen vaikutta-
vat ajatuksemme siitä, miten hahmotamme ja aistimme maailmaa. Derivaatta voi ilmene-
vän maailman näkökulmasta näyttäytyä kuvan avulla. Derivaatta voi esimerkiksi ilmen-
tyä kulmakertoimena funktion yksittäisen pisteen kautta piirretylle tangentille. Kuvasta 1
voidaan nähdä, että kyseisen funktion derivaatta kohdassa x = 4 on 1. Ilmenevässä maa-
ilmassa matematiikkaa ymmärretään siis asioiden konkretisoituessa esimerkiksi kuvien,
mielikuvien tai esineiden avulla.
Kuva 1: Derivaatta tangentin kulmakertoimena
Toinen, eli symbolinen maailma sisältää kaikki symbolit, joita laskeminen ja matema-
tiikan käsitteleminen vaatii. Symboliseen maailmaan sisältyy muun muassa käsitys de-
rivoimissäännöistä. Esimerkiksi potenssifunktion derivaatta saadaan laskettua kaavalla
D(xr) = rxr 1. Tällöin tiedetään, että funktion x2 derivaattafunktio on 2x. Symbolisessa
maailmassa matematiikkaa ymmärretään siis erilaisten laskemisprosessien tai matematii-
kan käsitteiden kautta. Tämä matematiikan maailma on vahvasti esillä koulumaailmassa.
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Kolmas, eli formaali maailma sisältää formaalit matematiikan määritelmät, jotka mää-
rittävät matematiikan rakennetta. Kolmannessa maailmassa ajatellaan, että matematiik-
ka perustuu ennalta sovittuihin aksioomiin, joiden pohjalta rakennetaan muut muodol-
liset todistukset, jotta saadaan muodostettua matematiikan teoreemoja. Tähän kolman-
teen maailmaan kuuluu esimerkiksi derivaatan määritelmä: Funktio f(x) on derivoituva,
jos ja vain jos kaikilla " > 0, on olemassa   > 0, jolle pätee |f(x) f(x0)x x0   a| < ", kun
0 < |x  x0| <  . Formaalissa maailmassa matematiikkaa ymmärretään siis muodollisten
todistusten avulla. Matematiikan oppimisen polku matematiikan kolmen maailma läpi on
yksilöllinen, mutta oppiminen kehittyy ensimmäiseltä maailmalta kolmannelle siten, että
oppiminen alkaa havainnolla ilmenevästä maailmasta ja päätyy huippuunsa formaalissa
ajattelussa. Matematiikan eri maailmat voivat kuitenkin olla läsnä myös samanaikaisesti
(Tall 2004).
2.2.3 7 tapaa ymmärtää derivaatta
Ymmärrys on yksilöllinen ja sisäinen asia, josta on itse vaikea olla täysin tietoinen ja
jota on vaikea kommunikoida eteenpäin. Ihmisillä voi olla hyvinkin erilaisia mielikuvia
matematiikan osasista, mitä voidaan havainnollistaa hyvin funktion derivaatan avulla
(Thurston 1995, 30). Thustonin (1995, 30) mukaan derivaattakäsityksiä voidaan jäsennellä
ainakin seitsemällä eri tavalla:
1. Infinitesimaalinen: funktion arvojen äärettömän pienen muutoksen suhde funktion
äärettömään pieneen muutokseen.
2. Symbolinen: lausekkeen xn derivaatta on nxn 1, lausekkeen sin(x) derivaatta on
cos(x), jne.
3. Looginen: f 0(x) = a jos ja vain jos kaikilla " on olemassa  , jolle    f(x)  f(x0)x  x0   a
     < ",
kun 0 < |x  x0| <  .
4. Geometrinen: derivaatta on funktion kuvaajalle piirretyn tangentin kulmakerroin,
jos kuvaajalle voidaan piirtää tangentti.
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5. Nopeus: funktion f(t) hetkellinen nopeus, kun t on aika
6. Approksimaatio: funktion derivaatta on paras lineaarinen approksimaatio funktiolle
pisteen ympäristössä.
7. Mikroskooppinen: funktion derivaatta on raja-arvo, mikä saadaan kun tutkitaan yhä
tarkemman ja tarkemman mikroskoopin läpi.
Nämä seitsemän mielikuvaa derivaatasta auttavat hahmottamaan sitä, kuinka erilaisia
derivaattakäsitykset voivat olla. Ne voidaan lisäksi ajatella olevan erilaisia Tallin ja Vin-
nerin (1981) näkemyksen mukaisia käsitteisiin liittyviä mielikuvia. Thurstonin jaottelu ei
ole tietenkään täydellinen, vaan listaa voitaisiin jatkaa lähes loputtomiin (Thurston 1995,
31). Nämä eri näkemykset derivaatasta eivät myöskään ole toisiaan poissulkevia. Lisäksi
Thurstonin luokittelu ei ole aivan yksikäsitteinen. Esimerkiksi infinitesimaalinen voidaan
ymmärtää monella tavalla. Sen voidaan ajatella olevan heuristinen idea derivaatan määri-
telmästä tai epästandardin analyysin täsmällinen määritelmä derivaatalle. Tässä tapauk-
sessa monitulkintaisuudella ei ole merkitystä, sillä voimme ajatella molemmat näkemykset
infinitesimaalisiksi. Thurstonin seitsemän kategoriaa eivät ole keskenään täysin tasapai-
nossa, mutta ne kokoavat yhteen derivaatan eri puolia ja näyttävät, miten derivaatta voi
näyttäytyä eri ihmisille. Tulen tässä tutkimuksessa käyttämään tätä valmista jaottelua.
2.2.4 Derivaatan esiintyminen opetussuunnitelmassa sekä lukion pitkän ma-
tematiikan oppikirjoissa
Diﬀerentiaalilaskentaa opetetaan lukiossa kaikille pitkän matematiikan lukijoille pakolli-
sella kurssilla Derivaatta (MAA7) sekä valinnaisella kurssilla Diﬀerentiaali- ja integraa-
lilaskennan jatkokurssi (MAA13) (Opetushallitus 2003, 121-124). Lukion opetussuunni-
telma antaa kurssin Derivaatta tavoitteiksi, että opiskelija osaa määrittää yksinkertais-
ten funktioiden derivaatat sekä tutkia derivaatan avulla funktion kulkua ja määrittää
sen ääriarvot. Lisäksi tavoitteissa on, että opiskelija omaksuu havainnollisen käsityksen
funktion derivaatasta. Diﬀerentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssille tavoitteena de-
rivaatan osalta on annettu hyvin väljästi vain, että kurssilla opiskelija syventää diﬀeren-
tiaalilaskennan teoreettisten perusteiden tuntemusta (Opetushallitus 2003, 124). Opetus-
suunnitelman ja oppikirjan lisäksi kouluopetusta ohjaa tietysti myös ”hyville” oppimis-
tuloksille kriteeristön luovat ylioppilaskirjoitukset (Lammi et al. 2011, 5), joissa esiintyy
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poikkeuksetta yksi tai useampi tehtävä derivaattaan liittyen (Lahtinen et al. 2013). Tä-
tä tutkielmaa varten olen tutustunut kolmen lukion pitkän matematiikan oppikirjasarjan
(Jäppinen et al. 2005, Jäppinen et al. 2006, Kangasaho et al. 2015, Kangasaho et al. 2013,
Kontkanen et al. 2006, Kontkanen et al. 2007) kirjoihin, jotka käsittelevät diﬀerentiaali-
laskentaa.
Kurssin Derivaatta oppikirjojen perusteella lukiossa funktion derivaattaa pohjustetaan
rationaalifunktion, funktion raja-arvon sekä funktion jatkuvuuden avulla. Tämän jälkeen
siirrytään puhumaan funktion derivaatasta. Kaikissa kolmessa kirjassa derivaatta mai-
nitaan ensin funktion f(x) kohtaan x piirretyn tangentin kulmakertoimena, joka ilmoit-
taa funktion kasvunopeuden kyseisessä kohdassa. Tämän jälkeen esitellään varsinainen
derivaatan määritelmä, joko samassa tai seuraavassa luvussa. Määritelmässä ilmeneväs-
tä erotusosamäärästä löytyy kahta eri muotoa kirjasarjasta riippuen. Erotusosamäärä on
Kangasahon ja kumppaneiden (2013) kirjassa Pitkä matematiikka esitelty muodossa
f(x)  f(a)
x  a ,
kun taas Jäppisen ja kumppaneiden (2005) oppikirjassa Calculus muodossa
f(x+ h)  f(x)
h
.
Kolmannessa Derivaatan oppikirjassa (Kontkanen et al. 2006) esitellään molemmat ero-
tusosamäärän esittämistavat. Määritelmän jälkeen jokaisessa oppikirjassa esitellään heti
perään derivoimiskaavat. Derivaatan määritelmä jää hyvin nopeasti taka-alalle, kun seu-
raavien kappaleiden tehtävät painottavat derivointikaavojen käyttämistä.
Diﬀerentiaalilaskentaan syvennytään Diﬀerentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssilla.
Lukion opetussuunnitelman tavoitteet kurssille ovat hieman väljemmät, mikä näkyy eri
oppikirjojen vahvemmista eroavaisuuksista. Näyttäisi siltä, että funktion derivaattaan on
syvennytty hyvin pintapuolisesti kaikissa tarkastelemissani oppikirjoissa. Oppikirjoissa de-
rivaatta pyritään tuomaan uudelleen esiin määritelmänsä kautta ja muistuttamaan lukijaa
siitä, mitä funktion derivaatta oikeasti tarkoittaa. Pääosassa näyttää olevan derivoituvuu-
den tutkiminen oikean ja vasemman puoleisen derivaatan avulla, sekä graafisesti (Jäppi-
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nen et al. 2006, Kangasaho et al. 2013, Kontkanen et al. 2007, 18-27). Kangasahon ja
kumppaneiden kyseisen kurssin oppikirjasta löytyy esimerkiksi derivaatan kuvaileva mää-
ritelmä, joka pyrkii havainnollistamaan juuri tätä. Kaikissa oppikirjoissa tuodaan esille
joitakin derivoituvien funktioiden ominaisuuksia, kuten Rollen lause, väliarvolause ja inte-
graalilaskennan peruslause. Pyramidi-sarjassa tosin vasta lisätietoja osuudessa. Jäppisen
ja kumppaneiden oppikirja tarjoaa myös mahdollisuuden tutustua yksinkertaisiin diﬀe-
rentiaaliyhtälöihin.
Pitkän matematiikan ylioppilaskirjoituksissa on kevään 2011 ja 2016 välillä esiintynyt rei-
lut 25 tehtävää, joissa vaaditaan jonkin tasoista osaamista derivaatasta (Abitreenit 2015,
Lahtinen et al. 2013). Melkein puolet tehtävistä ovat vaatineet derivaatan mekaanista
osaamista, kuten yksinkertaisen funktion derivointi, funktion suurimman ja pienimmän
arvon määrittäminen sekä monotonisuuden osoittaminen. Tehtävien joukossa on myös
muutama kuvien tulkintatehtävä sekä sovellustehtävä, jossa on tarkoituksena määrittää
suurin mahdollinen pinta-ala tai tilavuus. Vain kolme tehtävistä vaativat derivaatan mää-
ritelmän hallintaa, mikä viittaa tietysti siihen, että asia on opiskelijoille vaikea tai sen
hallitsemista ei koeta niin tärkeäksi. Ylioppilaskokeen ja oppikirjojen tehtäviä tarkastel-
lessa näyttäisi siltä, että Derivaatta kurssin sisällöistä painottuu mekaaninen laskeminen.
Esimerkiksi kevään 2014 pitkän matematiikan ylioppilaskokeessa esiintyy seuraavanlainen
tehtävä:
Määritelään funktio f(x) = x3   3x ja g(x) = 12f(2x), kun x 2 R. Laske
Derivaatta g0(1).
Toisaalta myös opetussuunnitelma linjaa, että matematiikan osaamisen arvioinnissa kiin-
nitetään huomio laskutaitoon ja menetelmien valintaan (Opetushallitus 2003, 118).
2.2.5 Aikaisempi tutkimus derivaattakäsityksistä
Opettajien ja oppilaiden derivaattakäsityksistä on tehty runsaasti tutkimusta (Giraldo
et al. 2002, Hähkiöniemi 2006, Likwambe & Christiansen 2008, Viholainen 2008, Vinner
1992). Viholainen (2008) on tutkinut väitöskirjassaan tulevien matematiikan opettajien
informaalia ja formaalia päättelyä derivaatan ja derivoituvuuden käsitteiden yhteydes-
sä. Hän teetti opiskelijoille kirjallisen testin, jonka jälkeen haastatteli osaa tutkittavista.
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Tukimuksen tulosten nojalla korrelaatio opiskelijoiden informaalien ja formaalien argu-
mentointitaitojen välillä oli merkittävä. Opiskelijan heikko menestyminen formaaleissa
tehtävässä implikoi heikkoa menestystä informaaleissa tehtävissä. Opiskelijoilla oli myös
vaikeuksia yhdistää informaalia ja formaalia päättelyään, erityisesti formaalista päätte-
lystä siirtyminen informaaliin päättelyyn. Lisäksi tutkimuksessa kävi ilmi, että opiskelijat
välttelivät derivaatan määritelmän käyttöä ellei sitä erikseen tehtävänannossa pyydetty
(Viholainen 2008, 38-43).
Hähkiöniemi (2006) selvitti väitöskirjassaan representaatioiden merkitystä derivaatan op-
pimisessa. Hän selvitti muun muassa miten lukiolaiset käyttävät erotusosamäärän raja-
arvoa, millaisia representaatioita he käyttävät ajatellessaan derivaattaa, ja miten represen-
taatioita voidaan käyttää derivaatan opiskelussa. Taustalla Hähkiöniemen tutkimukses-
sa oli ajatus opiskelijan erilaisista käsitteenmuodostusprosesseista. Tutkimuksen mukaan
oppiminen havaintomaailman avulla tarjoaa opiskelijoille paljon käyttökelpoisia represen-
taatioita. Representaatioiden tulisi kuitenkin olla oppilaalle läpinäkyviä, jotta hän pystyi-
si niitä hyödyntämään. Opiskelijat käyttivät derivaatan käsittelemisessä myös kuvailevia
menetelmiä, kuten funktion kuvaajan kasvamista, jyrkkyyttä ja vaakasuoruutta. Oppimi-
sen alkuvaiheessa opiskelijat näkivät derivaatan objektina, jolla on yhteyksiä havainto-
maailmaan. Yhtenä tutkimuksen tuloksena konstruoitiin derivaatan oppimispolku, joka
pohjautuu tarkkaan analyysiin viiden opiskelijan representaatioista haastatteulutilantees-
sa (Hähkiöniemi 2006, 66-82).
Vinner (1992) teetti tutkimuksen ensimmäisen vuoden yliopisto-opiskelijoille heidän deri-
vaattakäsityksistään kysymällä opiskelijoilta ”Mikä on derivaatta”. Tutkimukseen osallis-
tui 119 luonnontieteiden opiskelijaa, jotka olivat lukiossa osallistuneet analyysin kurssille,
mutta olivat pitäneet 2-3 välivuotta ennen yliopistoa. Suurin osa opiskelijoista (25 %) mää-
ritteli derivaatan kuvaavan funktion kallistumista tai kasvua tietyssä kohdassa. Vain pieni
osa opiskelijoista (6 %) esitti derivaatan erotusosamäärän raja-arvona. Moni opiskelijoista
(23 %) myös kuvaili derivaattaa työkaluna, esitellen eri metodeja mihin derivaattaa voi-
daan hyödyntää, kuten funktion derivoiminen ja ääriarvojen selvittäminen. Virheellisistä
vastauksista yleisin (26 %) oli yhdistää derivaatta häilyvästi visuaaliseen aspektiin. Tällai-
siin vastauksiin kuuluivat esimerkiksi: se on funktio, joka on tangentti toiselle funktiolle.
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Osa opiskelijoista (8 %) puolestaan yhdistivät derivaatan epämääräisesti jatkuvuuteen,
kuten ”se on äärettömyyteen pyrkivä funktio”. Loput vastauksista olivat irrelevantteja tai
tyhjiä vastauksia.
Likwambe ja Christiansen (2008) ovat myös tehneet tutkimuksen derivaattakäsityksistä.
Tutkimus keskittyi selvittämään viiden täydennyskoulutukseen osallistuneen opettajan
derivaatan käsitteeseen liittyviä mielikuvia. Tutkittavilta haluttiin muun muassa haastat-
telemalla selvittää heidän mielikuviaan derivaatasta. Tutkimuksessa ilmeni, että koulu-
tuksen jälkeenkin monien opettajien käsitteeseen liittyvä mielikuva sisälsi vain yhden tai
kaksi representaatiota derivaatasta.
2.3 Opettajan merkitys matematiikan oppimisessa
Opettajalla on suuri merkitys oppilaan oppimisessa (Bingolbali & Monaghan 2008) ja
oppilaan käsitteeseen liittyvien mielikuvien muotoutumisella (Tall & Vinner 1981). Eräs
matematiikan didaktiikan yliopistonlehtori on sanonut, että opettajilla on niin suuri vai-
kutus oppilaisiin, että saattavat muistaa nämä vielä eläkepäivillään. Millaisia tietoja ja
taitoja hyvä opettaja sitten tarvitsee?
2.3.1 Asiasisältöihin liittyvä tieto ja pedagoginen tieto
Shulman (1986) jakaa opettajien työssään tarvitseman sisältötiedon (content knowledge)
kolmeen osaan: asiasisältöihin liittyvä tieto (subject matter knowledge), pedagoginen sisäl-
tötieto (pedagogical content knowledge) sekä opetussuunnitelmaan liittyvä tieto (curricular
knowledge). Ball ja kumppanit (2008) ovat laajentaneet Suhlmanin teoriaa ja kehittäneet
matematiikan opettamiseen tarvittavan tiedon (Mathematical knowledge for teaching)
-mallin, jatkossa MKT-mallin. Kuva 2 esittelee heidän kehittämänsä opettamiseen liitty-
vän tiedon mallin suhteessa Shulmanin alkuperäiseen jakoon. Asiasisältöihin liittyvä tieto
kattaa kaiken opetettavaan aineeseen liittyvän tiedon (Shulman 1986).
Ball ja kumppanit jakavat aineenhallintaan liittyvän tiedon vielä yleiseen sisältötietoon
(common content knowledge), horisontaaliseen sisältötietoon (horizon content knowled-
ge) ja erikoistuneeseen sisältötietoon (specialized content knowledge). Opettaja tarvitsee
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Kuva 2: Loewenberg Ball et al. 2008. MKT-malli
yleistiedon opettamastaan aineesta, mutta myös sellaista tietoa, jota yleissivistys ei ai-
heesta tarjoa. Opettajalle ei siis pelkästään riitä opetettavasta aineestaan ymmärrys siitä,
miten joku asia on, vaan hänen tulee myös ymmärtää miksi asia on niin (Shulman 1986,
9). Horisontaalisella tiedolla viitataan siihen, että opettajan täytyy osata liittää sisällöt
laajempaan kokonaisuuteen ja tietää esimerkiksi, mitä opiskelijat myöhemmillä luokka-
asteilla aiheesta opiskelevat (Loewenberg Ball et al. 2008, 403). Pedagoginen sisältötieto
on aiheen ymmärtämistä opetuksen näkökulmasta, johon sisältyy tieto hyödyllisimmistä
representaatioista, esimerkeistä, selitys tavoista, joilla voidaan viedä oppimista eteenpäin
(knowledge of content and teaching). Pedagogiseen sisältötietoon kuuluu myös ymmärrys
siitä, mikä jossakin aiheessa on vaikeaa tai helppoa, ja millaisia ennakko- tai harhakäsi-
tyksiä oppilailla tavallisimmin on aiheesta (knowledge of content and students) (Loewen-
berg Ball et al. 2008, Shulman 1986).
Matematiikan opettajien matematiikan taidoista on tehty lukuisia tutkimuksia, sillä opet-
tajien aineenhallintaan liittyvän tiedon on jo pitkään ajateltu olevan keskeinen opettajan
ominaisuus (Hill et al. 2005, 17). Tämä näkyy myös Helsingin yliopiston matematiikan
aineenopettajakoulutuksessa, missä lähes 70 prosenttia opinnoista keskittyvät matematii-
kan ja toisen opetettavan aineen kursseihin ja vain reilut 20 prosenttia opettamiseen ja
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pedagogiikkaan liittyviin kursseihin. Yliopisto näyttäisi pyrkivän kouluttamaan matema-
tiikan opettajia, joilla on vahva matemaattinen osaaminen, mikä on täysin perusteltua,
sillä tutkijat ovatkin osoittaneet, että opettamiseen tarvittavan sisältötiedon hallitseminen
voi edistää oppilaiden saavutuksia (Hill et al. 2005, 17). Matematiikan tiedon hallitsemi-
nen ei kuitenkaan yksinään selitä eroja matematiikan opettajien välillä, vaan opettajan
omat näkemykset matematiikan luonteesta sekä matematiikan oppimisesta ja opettami-
sesta vaikuttavat (Ernest 1989).
2.3.2 Oppilaiden derivaattakäsityksien huomaaminen ja ymmärtäminen
Kuten MKT-mallissakin esiteltiin, on opettajalla tärkeää olla myös tietoa oppimisesta ja
oppilaiden ymmärryksestä eri matematiikan sisällöistä. Erilaiset tutkimukset ovat osoit-
taneet, että matematiikan ymmärryksen huomaaminen oppilaiden vastauksista on vaativa
taito (Sánchez-Matamoros et al. 2014, 2). Oppilailla on monesti vaikeuksia ymmärtää deri-
vaatan käsitteitä ja nähdä yhteyksiä derivaatan eri representaatioiden välillä. Jos opettaja
pystyy ymmärtämään oppilaiden käsityksiä derivaatasta, hän pystyy auttamaan oppilaita
luomaan eheämmän käsityksen derivaatasta (Sánchez-Matamoros et al. 2014).
Sánchez-Matamoros ja kumppanit pyrkivät tutkimuksessaan löytämään vastauksia siihen,
miten matematiikan opettajaopiskelijoiden taitoa ymmärtää opiskelijoiden derivaattakä-
sityksiä voitaisiin kehittää. Opiskelijat saivat tutkimuksen aikana tietoa oppilaiden tyy-
pillisimmistä ongelmista sekä oppilaiden ymmärryksestä derivaattaan liittyen. Ensimmäi-
sellä ja viimeisellä tapaamiskerralla tutkittavat täyttivät kyselyn, jossa he analysoivat op-
pilaiden ymmärrystä eri diﬀerentiaalilaskennan tehtäviin liittyen. Heidän tutkimuksensa
osoitti, että opettajaopiskelijoiden taitoa havaita oppilaiden ymmärrystä voidaan kehit-
tää. Heidän taitonsa voidaan jakaa kolmelle eri tasoille sen mukaan, kuinka valistuneita
oletuksia tutkittavat onnistuivat tekemään oppilaiden ymmärryksestä. Tutkijoiden mu-
kaan on tärkeää, että opettajalla on myös matematiikan sisältötietoa, jotta taito havaita
oppilaiden derivaattakäsityksiä kehittyy (Sánchez-Matamoros et al. 2014, 26).
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3 Tutkimuksen päämäärä ja tutkimuskysymys
Tutkimuksen ensisijainen tarkoitus oli selvittää aineenopettajaopiskelijoiden käsityksiä ja
mielikuvia derivaatasta. Tätä tutkimustehtävää pyrittiin selvittämään seuraavien tutki-
muskysymysten avulla:
1. Millainen on opiskelijoiden käsitteellinen mielikuva derivaatasta?
(a) Miten opiskelijoiden mielikuvat jakautuvat Thurstonin seitsemään kategori-
aan?
(b) Mihin Tallin matematiikan kolmesta eri maailmasta opiskelijoiden käsitys de-
rivaatasta ja derivoituvuudesta sijoittuu?
(c) Millaisia virheellisiä, puutteellisia tai onnistuneita vastauksia opiskelijat esit-
tävät?
2. Käyttävätkö opiskelijat formaaleja vai informaaleja argumentointeja derivoituvuu-
den perustelemiseksi?
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4 Tutkimusmenetelmä
Kvalitatiivinen tutkimus yleensä määritellään kvantitatiivinen tutkimuksen avulla siten,
että kvalitatiivinen tutkimus on sitä, mitä kvantitatiivinen tutkimus ei ole. Tämä karkea
jaottelu vastaa kuitenkin huonosti todellisuutta, sillä kaikessa tieteellisessä tutkimuksessa
on pyrkimys muun muassa loogiseen todisteluun sekä objektiivisuuteen (Alasuutari 1999,
32). Laadulliseen tutkimukseen kuuluu yleensä pieni otanta, jota pyritään analysoimaan
mahdollisimman tarkasti (Eskola & Suoranta 1998, 16). Ilmaisultaan tekstiä sisältävä ai-
neisto, kuten haastattelut, havainnointi sekä tuotettu kirjallinen tai kuvallinen aineisto,
on laadulliselle tutkimukselle tyypillistä aineistoa (Eskola & Suoranta 1998, 15). Tämä
tutkimus noudattaa kvalitatiivisia tutkimusperinteitä, sillä tutkimuksen kannalta oli oleel-
lista pureutua juuri kyseisen aineenopettajaopiskelijoiden ryhmän derivaattakäsityksiin ja
selvittää yksityiskohtaisesti heidän mielikuvaansa derivaatasta (Metsämuuronen 2007)
4.1 Aineiston koonti
Tutkimus toteutettiin Helsingin yliopiston matematiikan ja tilastotieteen laitoksen Johda-
tus matematiikan opetukseen -kurssilla, joka on tarkoitettu vain ensimmäisen vuoden ai-
neenopettajaopiskelijoille, joilla on pääaineenaan matematiikka. Toimin avustavana opet-
tajana kyseisellä kurssilla, sekä osalle ryhmästä ohjaajana kursseilla Lukujonon raja-arvo
sekä Diﬀerentiaalilaskenta. Tutkimus toteutettiin, heti kurssin Diﬀerentiaalilaskenta alus-
sa, ennen derivaatan käsittelemistä. Tavoitteena oli kerätä aineisto opiskelijoiden lukio-
tai muusta koulutuksesta saadun tiedon pohjalta.
Kurssille osallistuivat kaikki keväällä tai syksyllä 2016 opintonsa aloittaneet matematiikan
aineenopettajaopiskelijat, joita oli yhteeensä 35. Heistä tutkimukseen osallistui yhteensä
32. Tutkimuksen vastausprosentti oli näin ollen 91,4 %. Opiskelijat vastasivat paperiseen
kyselylomakkeeseen (Liite 1) itsenäisesti tutkijan valvonnassa. Lomakkeen täyttämiseen
opiskelijoilla oli aikaa 45 minuuttia. Laskimen tai taulukkokirjan käytöstä ei mainittu
opiskelijoille, mutta niiden hyödyntämistä tehtävissä ei myöskään erikseen kielletty.
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4.2 Lomake
Kyselylomakkeen etusivulla opiskelijoista kerättiin hieman taustatietoja. Heiltä kysyttiin
lukiosta valmistumisvuosi ja pitkän tai lyhyen matematiikan ylioppilaskokeen arvosana,
jotta saataisiin suuntaa antavaa yleiskuvaa opiskelijoiden matematiikan osaamisesta lu-
kiossa. Koska kurssille osallistuivat sekä keväällä, että syksyllä 2016 aloittaneet opiskeli-
jat, kysyttiin lomakkeessa myös ajankohta opintojen aloittamiselle. Lomakkeeseen kerät-
tiin myös yliopistolla suoritetut matematiikan kurssit. Suoritettuihin kursseihin laskettiin
myös sellaiset kurssit, joiden tenttiin oli osallistunut, mutta tentin tulokset eivät vie-
lä olleet tulleet. Lomake täytettiin nimettömänä, jotta opiskelijat uskaltaisivat rohkeasti
vastata tehtäviin. Kyselylomakkeen tehtävät pohjautuivat kahteen aikaisempaan tutki-
mukseen derivaattakäsityksistä (Hähkiöniemi 2006, Viholainen 2008), sekä kevään 2016
pitkän matematiikan ylioppilaskirjoitusten A-osan tehtävään 4 (Liite 2). Tehtävien määrä
haluttiin pitää vähäisenä, joten tehtävien valikointi tehtiin huolellisesti.
Tehtävän 1 avulla oli tarkoitus selvittää opiskelijoiden käsitteellistä mielikuvaa (concept
image) derivaatasta, sekä luokitella opiskelijoiden ymmärrys derivaatasta Thurstonin seit-
semään kategoriaan eli tehtävän 1 avulla etsittiin vastauksia tutkimuskysymyksiin 1a, 1b
ja 1c. Tehtävän 2 tavoitteena oli tehtävän 1 tavoin avartaa opiskelijoiden käsitteellistä
mielikuvaa sekä selvittää, mitä derivaatta pisteessä opiskelijoille tarkoittaa eli vastata
tutkimuskysymyksiin 1b sekä 1c. Tehtävässä 3 derivaattafunktion lauseketta ei ollut an-
nettu, joten kaikki päätelmät tapahtuivat derivaattafunktion kuvaajasta. Tehtävässä oli
tarkoitus selvittää, kuinka hyvin opiskelijat hahmottavat funktion ja tämän derivaatta-
funktion visuaalisesti ja miten opiskelijoiden ymmärrys derivaatasta liikkuu matematiikan
kolmen maailman välillä, erityisesti formaalista ja symbolisesta ilmenevään maailmaan.
Tehtävän 3 avulla pyrittiin siis vastaamaan tutkimuskysymyksiin 1b ja 1c. Tehtävän 4 oli
tarkoitus olla tehtävistä haastavin, sillä tehtävän oikeanlaiseen perusteluun vaadittiin de-
rivaatan määritelmän hallitsemista. Tehtävänannossa ei tarkoituksella erikseen pyydetty
määritelmän käyttämistä, joten opiskelijalla oli myös mahdollisuus perustella vastauksen-
sa esimerkiksi visuaalisesti. Tehtävästä oli siis tarkoitus selvittää, käyttävätkö opiskelijat
informaaleja vai formaaleja argumentteja derivoituvuuden perustelemiseksi, sekä mihin
matematiikan kolmesta maailmasta opiskelijoiden käsitykset derivoituvuudesta sijoittui-
vat. Tehtävän 4 avulla etsittiin vastauksia siis tutkimuskysymyksiin 1b, 1c sekä 2.
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4.3 Aineiston analysointimenetelmät
Tässä tutkimuksessa hyödynnettiin kvalitatiivisia menetelmiä kyselylomakkeen tehtävien
analysoimiseksi. Tutkimusmetodina käytettiin sisällönanalyysiä, ja erityisesti teorialäh-
töistä sisällönanalyysiä, sillä derivaattakäsityksiä tunnetaan jo aikasemman tutkimusen
ja kirjallisuuden perusteella (Thurston 1995, Vinner 1992)
Sisällönanalyysissä on pyrkimyksenä kuvata aineiston sisältö sanallisesti ja järjestää se
tiiviiseen muotoon johtopäätöksiä varten kadottamatta kuitenkaan aineiston sisältämää
informaatiota. Sisällönanalyysiä voidaan tehdä aineistolähtöisesti, teoriaohjaavasti tai teo-
rialähtöisesti (Tuomi & Sarajärvi 2009). Tutkimusmetodina on teorialähtöinen sisällöna-
nalyysin, jossa aineiston analyysia ohjaa valmis teoria tai käsitejärjestelmä. Tarkoituksena
on aikaisemman teorian tai käsitejärjestelmän testaaminen uudessa tilanteessa (Tuomi &
Sarajärvi 2009, 113).
Teorialähtöinen analyysi otettiin huomioon jo kyselylomakkeen valmistelussa. Lomakkeen
kysymykset valittiin siten, että ne vastaavat tutkimukseni taustateoriaa. Muodostin kyse-
lylomakkeen jokaista neljää tehtävää varten analyysirungon, johon poimin opiskelijoiden
vastauksista ne asiat, jotka vastaavat tutkimuskysymyksiini (Liite 3). Tutkimustani ohjaa
pääasiallisesti Tallin matematiikan kolme maailmaa. Analyysirunkojen avulla tavoittee-
nani oli luokitella vastauksia matematiikan kolmeen maailmaan, Thurstonin seitsemään
kategoriaan sekä formaalin ja informaalin argumentoinnin esiintymisiin tehtävästä riip-
puen.
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5 Tutkimustulokset
Tässä osiossa käydään läpi tutkimuksen tulokset tehtävä kerrallaan. Ensimmäisessä lu-
vussa käsitellään opiskelijoiden vastauksia tehtävään 1. Toisessa luvussa käydään läpi
tehtävän 1 ja 2 välisiä yhteyksiä. Kahdessa viimeisessä luvussa käsitellään opiskelijoiden
vastaukset ensin tehtävään 3 ja lopuksi tehtävään 4.
5.1 Opiskelijoiden mielikuvat derivaatasta (tehtävä 1)
Tehtävään yksi opiskelijat vastasivat omin sanoin mikä derivaatta on. Vastausten kirjo oli
oletettua harvempi, mutta sitäkin yllättävämpi. Opiskelijoiden vastauksista vain oikean
päättelyn sisältävät vastaukset pystyttiin luokittelemaan Thurstonin seitsemään kategori-
aan (kuva 3). Lähes kaikista vastauksista pystyi kuitenkin näkemään mihin matematiikan
kolmesta maailmasta opiskelijan käsitys derivaatasta sijoittui (kuva 4).
Kuva 3: Vastausten jakautuminen Thurstonin seitsemään kategoriaan
11 opiskelijaa kuvaili derivaattaa geometrisesti. Tällaisia vastauksia olivat esimerkiksi ”De-
rivaatta on funktion tiettyä pistettä vasten piirretyn tangentin kulmakerroin” ja ”Derivaat-
ta on tangentin kulmakerroin käyrän eri pisteillä”. Seitsemän opiskelijaa pyrki esittämään
derivaatan geometrisena, mutta heidän vastauksensa olivat vaillinaisia ja täten virheelli-
siä. Tällaisiin vastauksiin kuuluivat esimerkiksi ”Derivaatta on funktion tangentti jossain
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Kuva 4: Vastausten jakautuminen matematiikan kolmeen maailmaan tehtävissä 1 ja 2
pisteessä” ja ”Funktion kulmakerroin valitussa pisteessä”. Osa opiskelijoista kuvaili deri-
vaattaa nopeutena, esimerkiksi ”Derivaatta kuvaa funktion hetkellistä muutosnopeutta”,
mutta vain yhdellä opiskelijalla se oli ainoa esitys derivaatalle. Viiden opiskelijan vastauk-
sista löytyivät derivaatan luokittelu sekä geometrisena, että nopeutena.
Kaksi opiskelijaa tarjosivat symbolista merkitystä derivaatalle. Nämä molemmat vastauk-
set olivat lisäksi hieman vaillinaisia, kuten
Kun funktion lauseketta derivoidaan, niin vastaus on aina astetta matalampi,
kuin alkuperäisen lausekkeen. Esim. x2 derivaatassa ei ole toista potenssia,
vaan x on ’korkein’ aste.
Erittäin yllättävää vastauksissa oli, että vain yksi opiskelija esitti derivaatan loogisesti:
”Derivaatta on erotusosamäärän raja-arvo limx!x0
f(x) f(x0)
x x0 ”, vaikka lukion oppikirjoissa
painotetaan myös tätä lähestymistapaa derivaatalle. Lisäksi osa vastauksista oli mahdo-
tonta luokitella joko siksi, että vastauksessa oli esitelty ennemminkin derivaatan käyttö-
tarkoituksia tai vastaukset olivat ympäripyöreitä, jolloin opiskelijan ajatusten tulkitse-
minen vastauksesta ei ollut mahdollista. Tällaisiin vastauksiin kuuluivat muun muassa
”Derivointi on käänteinen laskutoimitus integroinnille. Derivaatan avulla pystytään mää-
rittämään funktion ääriarvoja ja nollakohtia”, ”Funktion kasvua kuvaava käyrä” ja ”Kuvaa
funktion herkkyyttä”. Vain yksi opiskelija jätti vastaamatta ensimmäiseen tehtävään.
Suurin osa opiskelijoiden vastauksista liittyi ajatukseen funktion kuvaajalle piirretystä
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tangentista ja sen kulmakertoimesta, vaikkakin osa vastauksista olivat hieman puutteel-
lisia tai virheellisiä. Kaikki tämän suuntaiset vastaukset voitiin helposti luokitella ilme-
nevään maailmaan kuuluviksi. Tähän maailmaan sijoittuivat lisäksi vastaukset, joissa il-
maistiin derivaatta funktion kasvavuuden ja vähenevyyden tai funktion käyttäytymisen
ilmaisijana, esimerkiksi ”Derivaatta kuvaa funktion kulun muuttumista”. Vain kaksi vas-
tausta, joissa derivaatta esiteltiin symbolisena, sijoittuivat symboliseen maailmaan ja yksi
vastaus, jossa derivaatta esiteltiin loogisena, sijoittui formaaliin maailmaan. Thurstonin
kategorioista vain symbolinen, looginen, geometrinen ja nopeus ilmenivät opiskelijoiden
vastauksissa. Tämä ei varsinaisesti yllätä, sillä ajatuksia derivaatan infinitesimaalisesta,
mikroskooppisesta sekä approksimaattisesta muodosta tuodaan yleensä esille vasta yli-
opiston matematiikassa. Tutkittavalle ryhmälle nämä näkemykset eivät siis luultavasti ole
vielä tuttuja.
5.2 Yhteys tehtävien 1 ja 2 välillä
Tässä luvussa tutkitaan opiskelijoiden vastauksia tehtäviin 1 ja 2, ja erityisesti erilaisia
polkuja, joita opiskelijoilla oli tehtävien välillä. Nämä polut sijoitettiin matematiikan kol-
messa maailmassa, sekä niiden väleillä, kulkeviksi. Yleinen trendi opiskelijoilla oli, että he
vastasivat tehtäviin 1 ja 2 samankaltaisesti (kuva 4). Useita poikkeuksia kuitenkin oli.
Reilu kolmannes opiskelijoista ilmaisi tehtävässä yksi derivaatan olevan tangentin kulma-
kerroin. Heistä noin puolet esittivät derivaatan kuvaavan myös muutosnopeutta. Yhdek-
sän tähän luokkaan kuuluvista opiskelijoista perusteli tehtävän 2 myös tangentin kulma-
kertoimen avulla: ”Kuvaajalle kohdassa x =  5 piirretyn tangentin kulmakerroin on 3”.
Loput tehtävän 2 vastauksista tälle ryhmälle olivat hajanaisia. Yksi opiskelijoista ilmaisi
tehtävän 2 ratkaisunsa vain symbolisesti: ”f 0( 5) = 3”, ja toinen opiskelija esitti saman
sanallisesti ”Derivaatan (sen käyrän) arvo x-akselin kohdassa  5 on 3”.
Noin neljäsosa opiskelijoista esitti tehtävässä 1 derivaatan joko tangenttina tai funktion
kulmakertoimena. 2 opiskelijoista, jotka ehdottivat derivaatan olevan funktion kulmaker-
roin, esittivät myös tehtävässä 2 funktion kulmakertoimen olevan 3 kohdassa x =  5. Sen
sijaan hämmästyttävää oli, että 2 opiskelijoista, jotka esittivät derivaatan olevan tangent-
ti, osasivat tehtävässä 2 selittää tangentin kulmakertoimen olevan 3. Kaksi aiemmassa
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tehtävässä saman luokittelun tehnyttä opiskelijaa ei puolestaan osannut vastata toiseen
kysymykseen.
Loput tehtävän 1 vastauksista olivat hajanaisia ja tehtävän 1 vastauksen yhteyttä tehtävän
2 vastaukseen ei ollut kaikissa tapauksissa mielekästä tutkia. Muutamat vastaukset oli-
vat kuitenkin mielenkiintoisia. Opiskelija, joka esitti derivaatan erotusosamäärän avulla,
selitti toisen tehtävän tangentin kulmakertoimen avulla, kuten useat muutkin opiskelijat
olivat tehneet. Vastaavasti tekivät myös opiskelijat, jotka esittivät derivaatan muutosno-
peutena. Heistä tosin yksi yritti yhdistää myös muutosnopeuden tehtävään 2 seuraavasti:
”Kohdassa x =  5 funktion tangentin kulmakerroin on 3, joka kuvaa funktion arvojen
muutosnopeutta siinä kohdassa”. Lisäksi muutama opiskelija antoi ensimmäiseen tehtä-
vään epämääräisen tai vaillinaisen vastauksen, mutta pystyi kuitenkin antamaan vastauk-
sen tehtävään 2. Esimerkiksi eräs opiskelija kuvaili omin sanoin derivaatta seuraavasti:
”Derivaatta kertoo funktion ”herkkyydestä” muutokselle” mutta tehtävään 2 vastasi hy-
vinkin symbolisesti: ”tarkoittaa, että f 0( 5) = 3 eli derivoitu funktio saa arvon 3 kodassa
x =  5”.
Tehtävässä 2 opiskelijoilla ilmeni myös mielenkiintoisia virheitä, mistä ilmenee, että opis-
kelijoille matematiikan käsitteet eivät ole niin selkeitä. Eräs opiskelija käyttää esimerkiksi
merkintää f 0, mutta käyttää virheellisesti termiä funktio: ”f 0( 5) = 3 eli funktion arvo
kohdassa  5 on 3”. Kolmasosa opiskelijoista esitti tehtävän 2 ratkaisussaan myös ilmaisun
funktion kasvavuudesta: ”Funktio kohdassa x =  5 on kasvava”. Tämä on mielenkiintois-
ta, sillä funktion kasvavuus jossakin kohdassa ei ole matemaattisesti korrekti termi. Me
emme voi sanoa, että funktio olisi kasvava yhdessä pisteessä, vaan funktio voi olla vain
jollakin välillä kasvava. Kuitenkin opiskelijat esittivät, että, jos derivaatta on positiivinen
jossakin kohdassa, on funktio siinä kohdassa kasvava. Lisäksi eräs opiskelija väitti tehtä-
vän funktiota aidosti kasvavaksi.
Tehtävän 2 vastausten joukossa oli myös muutama sellainen, joista oli mahdotonta tulki-
ta opiskelijan ajatusta vastauksen takana. Esimerkiksi vastauksesta ”Funktio kasvaa, kun
lähdetään oikealle” ei voida varmasti sanoa, onko opiskelija tarkoittanut, että jos liikutaan
hieman kohdan ”x =  5” oikealle puolella, funktion arvot kasvavat, jolloin päättely olisi
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oikein. Yhtä lailla opiskelija on voinut tarkoittaa, että kun liikutaan kohdan x =  5 oi-
kealle puolelle kuinka paljon tahansa, funktion arvot kasvavat, jolloin opiskelijan päättely
olisi virheellinen. Lisäksi tehtävään 2 tuli muutama tyhjä vastaus. Kolme opiskelijoista ei
onnistunut vastaamaan toiseen kysymykseen vaikka pystyivät omin sanoin kuvailemaan
mitä derivaatta tarkoittaa.
Ensimmäisen ja toisen tehtävän vastausten välillä on selkeä yhteys. Useimmat opiskelijat
vastasivat kysymykseen 1 ja 2 hyvinkin samankaltaisesti. Suurin osa opiskelijoiden vas-
tauksista sijoittuu toisessakin tehtävässä ilmenevään maailmaan, jolloin myös suurimmal-
la osalla opiskelijoista molemmat vastaukset sijoittuivat ilmenevään maailmaan. Hieman
suurempi osa vastauksista tehtävään 2 sijoittui symboliseen maailmaan kuin tehtävän 1
vastauksista. Muutama opiskelija vaihtoikin tehtävien välissä lähestymistapaa ilmenevästä
maailmasta symboliseen maailmaan. Yhden opiskelijan polku tehtävien välillä oli symbo-
lisesta ilmenevään maailmaan ja yhdellä puolestaan formaalista ilmenevään maailmaan.
Yhdenkään opiskelijan molemmat vastaukset eivät sijoittuneet symboliseen tai formaaliin
maailmaan. Itse asiassa toisen tehtävän vastauksista yhtäkään ei luokiteltu matematiikan
formaaliin maailmaan.
5.3 Tehtävä 3
Tehtävä 3 on muokattu ja lyhennetty versio kevään 2016 pitkän matematiikan ylioppilas-
kirjoitusten tehtävästä 4 (Liite 2), jossa opiskelijoiden tuli määritellä funktion ääriarvot
derivaattafunktion kuvaajasta. Opiskelijoiden vastauksia verrattiin täten myös ylioppi-
lastehtävien vastauksiin, joita oli avattu Dimensio-lehden artikkelissa (Oikkonen 2016).
Lokaalit ja globaalit ääriarvot esitellään vain osassa oppikirjoista, joten niiden käyttöä tai
käyttämättä jättämistä ei otettu tehtävässä huomioon. Lisäksi lokaalien ääriarvojen esiin-
tymisestä välin päätepisteissä löytyy ristiriitaista tietoa. Lokaalit ääriarvot määritellään
joko vain määrittelyvälin sisäpisteille tai sisä- ja ulkopisteille. Tehtävän kuvaajasta (kuva
5) oli myös epäselvää päätellä kummassa välin päätepisteistä oli funktion minimikohta,
joten tehtävän analysoimisessa otettiin huomioon vain määrittelyvälin sisäpisteiden käsit-
tely.
Yleisesti katsoen opiskelijoiden menestyminen tehtävässä 3 oli heikkoa (kuva 6). Vain
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Kuva 5: Tehtävässä 3 tulkittava kuva
Kuva 6: Vastausten jakautuminen tehtävässä 3
yhdeksän opiskelijaa antoi tehtävään oikean ratkaisun ja heistäkin kolmelta puuttuivat
perustelut. Tehtävässä pyydettiin määrittämään funktion ääriarvot ja silti yhteensä vain
11 opiskelijaa eli reilu kolmasosa opiskelijoista antoi perusteluja vastaukselleen. Erikoista
oli myös huomata, kuinka kukaan opiskelijoista ei ollut lähtenyt hahmottamaan funktion
kuvaajaa derivaattafunktion kuvaajan avulla. Yksi opiskelija oli piirtänyt funktion ku-
vaajan hahmotelman, mutta siitä pystyi selkeästi näkemään, että hän ei ollut tehnyt sitä
derivaattafunktion kuvaajan avulla. Vaikka tarkkaa kuvaa onkin mahdotonta selvittää,
saa derivaattafunktion avulla piirretystä funktion hahmotelmasta kuitenkin selville funk-
tion ääriarvot sisäpisteissä helposti. Vain kaksi opiskelijaa olivat perustelleet vastaustaan
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kulkukaavion avulla, vaikka kulkukaavion käyttö opetetaan lukion oppikirjoissa ja sitä
hyödynnetään useissa derivaatan sovellustehtävissä.
Opiskelijat tekivät tehtävässä 3 hyvin tyypillisiä virheitä, joita havaittiin myös kevään
pitkän matematiikan ylioppilastehtävän 4 ratkaisuissa (Oikkonen 2016). Yleisin opiske-
lijoiden virhe tässä tutkimuksessa oli ilmoittaa funktion ääriarvoina derivaattafunktion
ääriarvot, katsomalla ne suoraan kuvaajasta. Tähän saattaa olla syynä se, että opiskelijat
eivät ole huomanneet derivaattafunktion pilkkua, ja ovat näin ollen ajatelleet, että ky-
seessä onkin funktion kuvaaja. Tätä esimerkiksi puoltaa erään opiskelijan vastaus, jossa
perustelu funktion ääriarvojen sijainnille oli annettu lähes oikein, mutta ääriarvot kuiten-
kin annettu värin: ”Derivaattafunktion 0:lla kohdat kertovat ääriarvokohdat. Kuvaajasta
näkee ääriarvokohdat 0 ja 2”. Tämä ei kuitenkaan yksin selitä kaikkia näitä virheitä. Toi-
nen melko yleinen virhe oli olettaa, että funktion ääriarvot löytyvät derivaattafunktion
nollakohdista, mutta jättää tutkimatta funktion kulku. Näiltä opiskelijoilta jäi huomaa-
matta, että toinen derivaattafunktion nollakohdista ei ole funktion ääriarvokohta, sillä
derivaattafunktio pysyy positiivisena kyseisen kohdan molemmilla puolilla.
Opiskelijoilla tuntui myös olevan erilaisia käsityksiä termistä ääriarvo. Osalla opiskelijois-
ta tuntui menevän sekaisin termit x ja f(x), mikä on Oikkosen (2016) mukaan näkynyt
myös ylioppilaskokeissa vuosien varrella. Tehtävissä näkyi, että termejä ääriarvokohta ja
ääriarvo käytettiin osittain ristiin. Muutama opiskelijoista ilmoitti antaneensa ääriarvo-
kohdat, vaikka vastauksesta näki heidän antaneen ääriarvot: ”paikalliset ääriarvokohdat
ovat 2 ja  2”. Lisäksi ilmeni muutama vastaus, joissa määritellyt ääriarvokohdat eivät ol-
leet niin ikään funktion kuin derivaattafunktionkaan ääriarvoja. Tällaisia vastauksia olivat
esimerkiksi ”minimi = 0 maksimi = 2”.
5.4 Tehtävä 4
Viimeisen tehtävän tarkoituksena oli olla opiskelijoille haastava ja se tuottikin monille
opiskelijoille vaikeuksia. Tehtävässä pyydettiin perustelemaan, onko funktio f(x) = |x|
derivoituva kohdassa nolla. Jopa viisi opiskelijaa jätti vastaamatta tehtävään. Kahdeksan
opiskelijoista piti funktiota derivoituvana kohdassa x = 0 ja selkeästi yli puolet (19) opis-
kelijoista väitti, että funktio ei ole derivoituva kohdassa nolla. Nopealla vilkaisulla tilanne
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näyttää hyvältä, mutta monen opiskelijan perustelut olivat virheellisiä tai ontuvia.
Suurimmalla osalla opiskelijoista oli heuristinen idea tehtävästä neljä mutta heistä vain
kahdeksan esittivät tehtävässä oikeita perusteluja. Kaksi opiskelijaa perustelivat tehtävän
sillä, että kohtaan nolla ei voida piirtää tangenttia tai siihen voidaan piirtää useita tan-
gentteja. Molemmat opiskelijat olivat piirtäneet tilanteesta kuvan. Yksi opiskelija esitti,
että funktion derivaatalla ei ole kulmakerrointa kohdassa nolla. Loput kuusi opiskelijaa
olivat lähteneet perustelemaan suoraan derivoituvuuden määritelmän avulla tai ainakin
hyödyntäneet määritelmän ajatusta perusteluissaan, kuten ”f(x) ei ole derivoituva koh-
dassa x = 0 sillä vaikka funktio on jatkuva, eivät funktion derivaatat annetun kohdan
hieman vasemmalla ja oikealla vastaa toisiaan”. Kaksi opiskelijaa lähtivät perustelemaan
visuaalisesti kuvan avulla, mutta eivät osanneet antaa tarkempia perusteluja kuten ”ku-
vaaja näyttää tältä” ja ”terävä kulma kuvaajassa”. Kolme opiskelijoista ei osannut antaa
perusteluja vastaukselleen.
Viidellä opiskelijalla oli heuristinen idea tehtävästä, mutta he esittivät kuitenkin täysin
virheellisiä perusteluja väittämälleen. Kaksi opiskelijoista esitti, että derivoitaessa f(x)
saadaan tulokseksi yksi, mutta kun derivoidaan nolla saadaankin nolla ja 1 6= 0, ja yksi
päätyi seuraavanlaiseen ongelmaan: ”koska kun x = 0, niin f(x) = |0| = 0 ja en tiedä,
miten lukua 0 voisi derivoida”. Tämä on erikoinen ilmiö, että opiskelijalla on ollut ajatus
lähteä derivoimaan kysyttyä derivoituvuuskohdan arvoa. Yksi opiskelija lähti osoittamaan
väittämäänsä funktion jatkuvuuden nojalla: ”funktio on derivoituva avoimella välillä ]a, b[,
jos se on jatkuva suljetulla välillä [a, b]”. Tämä lähestymistapa on virheellinen, josta tulisi
päätyä lopputulemaan, että tehtävän funktio olisi derivoituva nollassa. Opiskelija kuiten-
kin päätteli, että tehtävän funktio ei ole määritelty nollan negatiivisella puolella, jolloin
se ei ole jatkuva. Tässä saattaa olla esimerkki siitä, miten opiskelijalla on derivoituvuuden
määritelmästä eroava oma käsitteellinen määritelmä derivoituvuudesta.
Neljäsosa opiskelijoista esitti tehtävän funktiota derivoituvaksi nollassa. Heistä neljä esitti,
että koska funktio on jatkuva kaikkialla, se on myös derivoituva kaikkialla. Osa opiskelijois-
ta luuli, että jatkuvuus on riittävä ehto derivoituvuudelle. Samalla tavalla eräs opiskelija
ehdotti derivoituvuudelle nollassa riittävän se, että funktio on määritelty nollassa. Lisäksi
29
eräs opiskelija tukeutui perusteluunsa, että nollan derivaatta on nolla, jolloin funktio on
derivoituva kohdassa nolla.
Viimeisessä tehtävässä yllättävän moni opiskelija lähti argumentoimaan tehtävää formaa-
listi. Tämä ei sinänsä yllätä, sillä tehtävä on helpompi ratkaista formaalisti. Kuvaajan
avulla perustelussa on nimittäin ongelmana saada perustelut tarpeeksi kattaviksi. For-
maalisti argumentoineista kuusi onnistui ratkaisemaan tehtävän täysin oikein. Yhteensä
seitsemän opiskelijaa antoi tehtävään informaaleja perusteluja. Heistä viisi opiskelijaa piir-
sivät hahmotelman funktion kuvaajasta (Kuva 7 ja 8). Informaaleja argumentointeja käyt-
täneistä opiskelijoista neljä ratkaisi tehtävän oikein. Tehtävässä näkyi, että suurimmalla
osalla opiskelijoista oli heuristinen idea tehtävästä, mutta selkeää avainideaa tehtävästä
ei näkynyt monella olevan.
Kuva 7: Erään opiskelijan piirtämä kuva, josta nähdään kuinka tehtävän 4 funktiolle ei
voida piirtää yksikäsitteistä tangenttia
Kuva 8: Erään opiskelijan piirtämä kuva perustelunsa ”Ei [...] terävä kulma kuvaajassa
kohdassa x = 0” tueksi
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6 Pohdinta
Tutkimuksessani ilmeni paljon kiinnostavia tuloksia. Suuri osa tuloksista tukee selkeästi
aikaisempien tutkimuksien tuloksia sekä käsityksiäni opiskelijoiden derivaattakäsityksistä.
Muutamia yllättäviäkin löytöjä nousi esiin.
Opiskelijoilta kysyttäessä ”mikä on derivaatta?”, saatiin hyvin samankaltaisia vastauksia
kuin Vinnerin (1992) teettämässä tutkimuksessa. Suurin osa opiskelijoista ilmaisi deri-
vaatan geometrisesti. Erona oli kuitenkin se, että Vinnerin tutkimuksessa juuri kukaan ei
maininnut tangenttia. Vinner toteaa opiskelijoiden esittävän derivaatan samalla tavalla
kuin koulussa se heille opetetaan. Luultavasti tämän takia suurin osa tämän tutkimuksen
opiskelijoista kertoi derivaatan olevan juuri tangentin kulmakerroin. Vain yksi opiskeli-
ja esitti derivaatan erotusosamäärän raja-arvona. Vastaavasti Vinnerin tutkimuksessakin
vain pieni osa opiskelijoista käytti tätä ilmaisua. Virheellisistä vastauksista yleisin oli yh-
distää derivaatta visuaaliseen aspektiin. Erona oli, että tässä tutkimuksessa harvempi
opiskelija esitti derivaattaa työkaluna (n. 15 %).
Erityisen mielenkiintoista oli huomata, että osalla opiskelijoista oli vaikeuksia määritellä
derivaatta omin sanoin, mutta osasivat kuitenkin onnistuneesti tehdä lomakkeen toisen
tehtävän. Esimerkiksi kaksi opiskelijaa, jotka vastasivat ensimmäiseen tehtävään puutteel-
lisesti, että derivaatta on tangentti, vastasivat kuitenkin toiseen tehtävään täysin oikein.
Tämä saattaa olla opiskelijan ajatus- tai kirjoitusvirhe, mutta on myös mahdollista, että
opiskelija ei näe eroa tangentin ja tangentin kulmakertoimen välillä.
Tehtävien 1 ja 2 vertailussa näkyi, että opiskelijoiden vastaus sijoittui molemmissa tehtä-
vissä joko ilmenevään maailmaan tai vaihteli symbolisen ja ilmenevän maailman välillä.
Yhdenkään opiskelijan vastauksien polku ei kuitenkaan siirtynyt ilmenevästä tai symbo-
lisesta maailmasta formaaliin maailmaan. Mielenkiintoista on myös se, että ainoa opiske-
lija, joka antoi ensimmäisessä tehtävässä derivaatalle määritelmän, ei hyödyntänyt mää-
ritelmää toisessa konkreettisemmassa tehtävässä vaan antoi vastauksensa geometrisesti.
Olenkin saanut sellaisen kuvan, että opiskelijoille derivaatan määritelmän liittäminen tan-
gentin kulmakertoimeen on hankalaa. Derivaatan käsitteen opettamisen tulisikin sisältää
erilaisia lähestymistapoja ja representaatioita, jotta oppilaat voivat rakentaa useita ja
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joustavia yhteyksiä kognitiivisten yksikköjen välille ja näin luoda rikkaan käsitteeseen
liittyvä mielikuvan derivaatasta. (Giraldo et al. 2003)
Opiskelijoilla menivät sekaisin käsitteet derivaattafunktio ja funktio, mikä ilmeni lomak-
keen tehtävässä 3. Osa opiskelijoista ilmoitti funktion ääriarvoiksi derivaattafunktion ää-
riarvoja. Tässä voidaan pohtia sitä, onko opiskelijoilta jäänyt huomaamatta kuvaajan
vieressä olleen f-kirjaimen pilkku, vai onko kyse käsitteiden sekoittumisesta. Keskustel-
lessani laitoksen opettajien ja opiskelutovereiden kanssa olen saanut sellaisen kuvan, että
on kyse yleisemmästäkin virhekäsityksestä. Vastaavanlaisia virheitä löytyi myös kevään
2016 pitkän matematiikan ylioppilaskokeen tehtävästä 4 (Oikkonen 2016). Aikaisemmassa
tutkimuksessa (Zandieh 1997) on lisäksi huomattu, että osalla opiskelijoista on ongelmia
funktion notaation kanssa, mikä saattaa haitata eheän käsitteellisen mielikuvan muodos-
tumista derivaatasta. Tämä saattaisi selittää niin suurta määrää virheitä tehtävässä 3.
Tehtävän 3 vastauksissa havaittiin funktion ääriarvon ja ääriarvokohdan käsitteiden se-
koittumista keskenään. Jotkut tutkittavista antoivat vastauksessaa funktion ääriarvokoh-
dat, kun pyydettiin ääriarvoja. Tässä voi olla kyse ihan vain termien sekoittumisesta,
mutta myös käsitteiden funktion arvo ja muuttujan arvo sekoittumisesta. Oikkonen (2016)
antoi tekstissään sellaisen mielikuvan, että ”käsitteiden” x, f(x) ja f 0(x) sekoittumista kes-
kenään löytyy ylioppilaskokeiden vastauksista vuodesta toiseen. Tällöin ei ole mielestäni
ihme, jos termit ääriarvo ja ääriarvokohta sekoittuvat myös osalla opiskelijoista.
Tutkimukseni tehtävästä 4 nousi esille opiskelijoiden taipuvaisuus ajatella, että jatkuvuus
on riittävä ehto derivoituvuudelle. Samankaltaisia tuloksia on ilmennyt aikaisemminkin
(Viholainen 2008). Osa opiskelijoista myös pyrki tehtävässä neljä näyttämään, että teh-
tävän funktio ei ole derivoituva nollassa, sillä siihen ei voida piirtää yksikäsitteistä tan-
genttia. Tämä tangentin hakeminen näkyi myös Viholaisen (2008) tutkimuksessa. Tässä
tutkimuksessa yksikään opiskelija ei kuitenkaan ajatellut, että kysyttyyn kohtaan voitai-
siin piirtää yksiselitteinen tangentti, kuten Viholaisen (2008) tutkimuksessa. Tehtävässä
neljä näkyi myös hyvin kuinka monella opiskelijalla on vain heuristinen tai proseduraali-
nen idea tehtävästä tai että nämä kaksi ideaa ovat erillään, jolloin opiskelijalle ei muodostu
avainideaa.
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Tehtävissä näkyi, että funktion kasvavuus liitetään vahvasti derivaattaan. Moni kirjoitti
jo ensimmäiseen tehtävään, että derivaatta kertoo, onko funktio jollakin välillä kasvava.
Joillakin opiskelijoilla näytti myös olevan erikoinen käsitys siitä, että funktio voisi olla
jossakin pisteessä kasvava. Tässä voisi olla syynä se, että opiskelijat eivät täysin muista
tai ajattele vastausta kirjoittaessaan, mitä funktion kasvavuus tarkoittaa. Funktio f on
kasvava, jos kaikilla x1, x2 2 R ja x1 < x2 pätee, että f(x1)  f(x2).
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7 Tutkimuksen luotettavuus
Laadullisen tutkimuksen luotettavuuden arvioinnista ei ole yksiselitteistä käsitystä. Tuo-
mi ja Sarajärvi (2009) vertailevat laadullisen tutkimuksen luotettavuuden kriteerejä. Yksi
jaottelu luotettavuuden kriteereiksi ovat riippuvuus, vahvistettavuus, uskottavuus ja siir-
rettävyys (Tuomi & Sarajärvi 2009, 136-139).
Tutkimus on uskottava, jos tutkittavat on kuvattu riittävästi ja aineisto on arvioitu to-
tuudenmukaiseksi (Tuomi & Sarajärvi 2009, 138). Tässä tutkimuksessa olen pyrkinyt li-
säämään uskottavuutta kuvaamalla tutkimukseen osallistuneita ja heidän vastauksiaan
mahdollisimman tarkasti. Olen antanut runsaasti esimerkkejä luokitteluni tueksi ja osoit-
tanut näin miten olen tehnyt päätelmäni.
Siirrettävyys tarkoittaa sitä, että tutkimuksen tulokset voidaan saavuttaa tutkimuskon-
tekstin ulkopuolisessa kontekstissa (Tuomi & Sarajärvi 2009, 138). Tutkimukseni tulokset
ovat siirrettävissä Helsingin yliopiston Diﬀerentiaalilaskennan kurssin kehittämiseen, sekä
lukion matematiikan opetuksen kehittämiseen derivaatan osalta. Lisäksi tuloksien avulla
voidaan kiinnittää huomiota matematiikan aineenopettajiksi opiskelevien matemaattiseen
osaamiseen.
Riippuvuus viittaa siihen, että tutkimus on toteutettu periaatteilla, jotka ohjaavat ylei-
sesti tieteellisen tutkimuksen toteuttamista. Vahvistettavuus puolestaan sitä, että tutki-
muksen ratkaisut on esitetty niin selkeästi, että lukija pystyy seuraamaan ja arvioimaan
tutkijan päättelyä (Tuomi & Sarajärvi 2009, 138). Tutkimukseni vahvistettavuutta paran-
taa aineiston ja tuloksien kattava tarkastelu, jonka olen pyrkinyt tekemään mahdollisim-
man yksityiskohtaisesti. Lisäksi liitteistä löytyy analyysirunko, josta voi tarkistaa, kuinka
olen tehnyt aineiston luokittelun. Riippuvuutta puolestaan parantaa se, että tukeuduin
tutkimusta tehdessäni Tuomen ja Sarajärven laadullista tutkimusta käsittelevään kirjaan
(Tuomi & Sarajärvi 2009).
Tutkijan mielipiteet saattavat vaikuttaa poimintoihin, joita hän aineistosta tekee. Tut-
kimukseni luotettavuutta olisi voinut parantaa se, että joku toinen olisi tehnyt myös it-
senäisesti tutkimukseni tuloksista luokittelut, joita olisimme verranneet omiin luokitte-
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luihini. Keskustelin luokitteluista kyllä ohjaajieni kanssa, mutta varsinaisen luokittelun
tein itsenäisesti. Lisäksi artikkelit, jotka tukevat tutkimustani ja sen tuloksia, ovat minun
valitsemiani, jolloin ne saattavat vaikuttaa tekemiini tulkintoihin ja saamiini tuloksiin.
Tutkittavien joukossa oli myös eri vuosina, jopa eri opetussuunnitelmien aikana lukion
käyneitä opiskelijoita, jolloin tulokset voisivat hieman poiketa eri ryhmälle toteutetussa
tutkimuksessa.
Tutkimuksen luotettavuuden takaamiseksi kolme tutkimuslomakkeen kysymystä muokat-
tiin vastaavista edellisten tutkimusten kysymyksistä ja yksi kysymys otettiin vanhasta
ylioppilaskokeesta. Lomakkeen kysymykset valikoitiin tarkasti, jotta ne vastaisivat tutki-
muskysymyksiä mahdollisimman onnistuneesti.
Opiskelijatkaan eivät välttämättä ole näyttäneet parastaan tutkimuksessa. Tutkimukseen
osallistumisesta ei palkittu opiskelijoita, esimerkiksi laskuharjoituspisteellä tai poissa olon
korvaamisella, mikä olisi saattanut motivoida opiskelijoita paremmin tutkimuksen suorit-
tamiseen. Tutkimuksen tekemiseen oli varattu opiskelijoille hyvin aikaa, mutta suurin osa
käytti tehtävien ratkaisemiseen alle 20 minuuttia. Osa opiskelijoista ei luultavastikaan
tarkistanut vastauksiaan tai saattoi vastata tehtävään vain jotain, jos ei heti osannut teh-
tävää. Lisäksi lomakkeet palautettiin nimettöminä, jolloin vastauksia ei voitu yhdistää
yksittäisiin opiskelijoihin. Tämä saattoi antaa opiskelijoille mahdollisuuden tehdä tehtä-
viä huolimattomasti.
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8 Johtopäätökset
Tässä tutkimuksessa keskityin derivaattakäsityksiin, sillä Helsingin yliopistolla matema-
tiikan opintonsa aloittavat opiskelijat kohtaavat diﬀerentiaalilaskennan jo ensimmäise-
nä syksynä. Itse aloittaessani opinnot matematiikan ja tilastotieteen laitoksella muistan
monen opiskelijan tuskailleen diﬀerentiaaliskennan kanssa. Samaan olen törmännyt toi-
miessani kyseisen kurssin laskuharjoitusten pitäjänä. Opiskelijoille diﬀerentiaalilaskenta
yliopistolla tuntuu olevan täysin eri matematiikkaa kuin lukiossa opetettu diﬀerentiaali-
laskenta. Miten derivaatta lukiossa sitten tulisi opettaa ja mitä yliopiston opettajien tulisi
ottaa huomioon käsiteltäessä diﬀerentiaalilaskentaa?
Tämä tutkimus paljastaa, millainen matematiikan osaaminen tutkimukseen osallistuneella
aineenopettajien joukolla on lukiopohjalta. Kaikki opiskelijoista kirjoittivat ylioppilasko-
keista vähintään magnan ja suurin osa opiskelijoista eximian. Heidän voidaan siis ajatella
olevan opiskelijoita, jotka ovat pärjänneet hyvin lukion pitkässä matematiikassa. Suurin
osa opiskelijoista oli kuitenkin pitänyt vähintään yhden välivuoden lukion jälkeen ennen
yliopiston aloittamista. Yliopisto-opetuksessa pitäisikin mielestäni ensimmäisenä syksynä
ottaa huomioon, että kaikki asiat lukiosta eivät välttämättä ole opiskelijoilla kristallin-
kirkkaassa muistissa, ja jotkut matematiikan asiat ovat voineet täysin jopa unohtua.
Tutkimukseni perusteella näyttäisi, että monella opiskelijalla on aika kapea derivaattakä-
sitys. Opiskelijat saattavat muistaa, miten derivaatta näyttäytyy ilmenevässä tai symbo-
lisessa maailmassa, mutta formaali maailma vaikuttaa olevan opiskelijoille vieras. Tämän
saman huomasin pitäessäni tutkittavalle ryhmälle diﬀerentiaalilaskennan laskuharjoituk-
sia. Erityisesti käsityksen siirtäminen ilmenevästä maailmasta formaaliin ja päinvastoin
näytti olevan opiskelijoille hyvin vaikeaa. Ymmärrykseni mukaan derivaatan määritelmä
ja tangentin kulmakerroin ovat opiskelijoille aika irrallisia toisistaan. Sekä lukiossa, että
yliopistossa tulisi kiinnittää huomiota tähän ja antaa opiskelijoille eväitä matematiikan
kolmen maailman välillä liikkumiseen. Lisäksi yliopisto-opettajien olisi hyvä mielestäni
tiedostaa, että hyvilläkin opiskelijoilla voi olla puutteita matematiikan peruskäsitteiden
kuten funktion, funktion arvon ja muuttujan arvon kanssa, mikä voi esimerkiksi haitata
eheän käsitteen muodostamista derivaatasta.
36
Tutkimukseni pohjalta olen saanut käsityksen, että lukiolaisille ei välttämättä jää derivaa-
tasta kovinkaan eheää käsitystä. Lukiossa erityisesti pitkän matematiikan opetuksessa on
paljon sisältöjä ja vaikuttaisi siksi olevan hirveä kiire. Oppilailla on paljon uusia asioita si-
säistettävänä ja ylioppilaskirjoitukset häämöttävät tulevaisuudessa. Ei ole siis ihme, että
kaikkiin matematiikan sisältöihin ei ole aikaa paneutua hartaudella. Mielestäni kuiten-
kin tulisi keskittyä myös asioiden ymmärtämiseen ulkoa opettelun ja laskujen toistamisen
sijaan, sillä matematiikka on muutakin kuin laskemista. Lukio-opetukseen tietysti vaikut-
taa paljolti myös se, mitä ylioppilaskokeissa kysytään. Ainakin edeltävän kuuden vuoden
aikana ylioppilaskokeissa derivaatan mekaaninen osaaminen on näyttänyt korostuvan, ja
esimerkiksi määritelmän hyödyntämistä esiintyy hyvin harvoin. Tähän tietysti saattaa
olla syynä myös se, että tehtävät, joissa vaaditaan erotusosamäärän raja-arvon hyödyntä-
mistä, tuntuvat olevan lukiolaisille hirvittävän vaikeita. Ehkä tähän voisi auttaa se, että
derivaatan määritelmään palattaisiin myöhemminkin Derivaatta -kurssin edetessä sekä sy-
ventävällä Diﬀerentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssilla, ja pyrittäisiin yhdistämään
määritelmää vahvemmin esimerkiksi esitykseen derivaatasta tangentin kulmakertoimena.
Derivaatan käsitteen opettelemisessa saattaa hämmentää vielä sekin, että sanaa derivaat-
ta käytetään sekä derivaatan arvosta, että derivaattafunktiosta. Tällaisiin asioihin täytyisi
opettajien lukiossa ja yliopistossa kiinnittää mielestäni huomiota, jotta voidaan tunnistaa
opiskelijoita kummastuttavia asioita.
Opettajan on mielestäni tärkeä ymmärtää millaisia käsitteellisiä mielikuvia ja määritel-
miä oppilailla on matematiikasta ja sen käsitteistä, jotta osaamme puuttua oppilaiden
ongelmiin ja tiedämme, missä oppilaat tarvitsevat ohjausta ja apua. Lisäksi opettajan on
mielestäni myös hyvä tiedostaa, mitä oppilaille jää mieleen opetetuista sisällöistä, jotta
opetusta voidaan kehittää. Tutkimukseni tukee Giraldon ja kumppaneiden (2003) aja-
tusta siitä, että sekä lukiossa, että yliopistossa derivaatan käsitteen opettamiseen tulisi
sisällyttää erilaisia lähestymistapoja ja representaatioita. Näin opiskelijoilla on mahdolli-
suus luoda eheä derivaattakäsitys.
Tässä tutkimuksessa saatiin tietoa aineenopettajaopiskelijoiden derivaattakäsityksistä lu-
kion pohjalta yliopisto-opintojen alussa. Mielenkiintoista olisi tutkia myös, miten opiskeli-
joiden derivaattakäsitykset muuttuvat ensimmäisen syksyn kurssin Diﬀerentiaalilaskenta
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jälkeen sekä millaisia ovat työnsä aloittavien matematiikan opettajien derivaattakäsityk-
set.
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Liitteet
Liite 1. Kyselylomake
MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS
PRO GRADU -TUTKIMUS
MAIJA KARESVUORI
KYSELY
1. Pohjakoulutus
⇤ lukio
Valmistuin ylioppilaaksi vuonna
⇤ kirjoitin ylioppilaskirjoituksissa pitkän matematiikan
ja arvosanani oli
⇤ kirjoitin ylioppilaskirjoituksissa lyhyen matematiikan
ja arvosanani oli
⇤ en kirjoittanut matematiikkaa ylioppilaskirjoituksissa
⇤ muu pohjakoulutus, mikä
2. Yliopisto-opiskelu
Aloitin matematiikan opiskelun yliopistossa
⇤ syksyllä 2016
⇤ keväällä 2016
⇤ muulloin, milloin
Olen suorittanut yliopistossa seuraavat matematiikan kurssit
⇤ Johdatus yliopistomatematiikkaan
⇤ Raja-arvot
⇤ Lineaarialgebra ja matriisilaskenta I
⇤ muu, mikä
TEHTÄVÄT
1. Selitä omin sanoin mikä derivaatta on? Saat halutessasi antaa useamman selityksen.
2. Funktion derivaatta kohdassa x =  5 on 3. Mitä tämä tarkoittaa?
3. Alla olevassa kuvassa on erään funktion f(x) derivaattafunktion f 0(x) kuvaaja välillä
1  x  6. Määritä kuvaajan perusteella funktion f(x) paikalliset ääriarvokohdat
ja niiden tyypit.
4. Onko f(x) = |x| derivoituva kohdassa x = 0? Perustele
Liite 2. Kevään 2016 pitkän matematiikan ylioppilaskokeen tehtävä 4
Liite 3. Analyysirunko opiskelijoiden vastauksista tehtäviin 1-4



